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Groupes monogenes, groupes cycliques, exemples.

Tout groupe cyclique d'ordre
neN* (resp. monogéne) est
isomorphe a Z/nZ (resp.Z).

Reversat, De Biasi,
Gourdon Alg+An.
Lanzmann.

Groupes monogenes (Reversat p.19-20).

A. Définitions et caractérisations.

Def.1: (G,.) est monogéne ssi :

Ire Gq. G=(x)={x' 1ke Z}

(G, ) est cyclique ssi il est monogene fini.(1)
Exemples:

>(Z,+)= <1> est monogene.

>Pour neN*, (Z/nZ,+) = <i> est cyclique d'ordre n.
SNotant U, ={ze C*/z" =1},0na (U,,x) < (C*x)

cycl. d'ordre n, et c'est le seul sg. d'ordre n de (C*,x).

Prop.1: Tout groupe monogene est abélien. (2)

Def.2: L'élément a€G est dit d'ordre peN* ssi le ss-gpe
<a> est d'ordre fini p.

Prop.2: p est le plus petit entier naturel tel que a” =¢,

et <a> ={e;a;...;a”'l} :

Th1: (Lagrange) Dans un groupe G quelconque, si aeG
est d'ordre fini, alors o(a)lo(G).

Prop.3: Tout groupe cyclique d'ordre neN* est
isomorphe a Z/nZ.
Tout groupe monogéne infini est isomorphe a Z.

Prop.4: L'image par un morphisme de groupe d'un
groupe monogeéne (resp. cyclique) est monogéne (resp.
cyclique).

B. Générateurs.

Th.2: Soient (G, .) cyclique d'ordre n et a un générateur
de G (ie. G=<a>). G
générateurs, qui sont de la forme ak, avec kAn=1 et

ke[tn-1]. )

contient  ¢(n) éléments

Prop.5: Si G est d'ordre un nombre premier, alors G est
cyclique engendré par tout élément différent de
1'élément neutre.

2ikm

Exemple: Les générateurs de (U ,x)sontles @ =e "

avec k An=1; ce sont les racines ni¢mes primitives de
I'unité.(b)

Prop.6: Soit G:<a> un groupe monogene infini, les

seuls générateurs de G sont a et a .

Il. Exemples de groupes monogénes ou
cycliques.

A. Sous-groupes. (Reversat/Lanzmann)

Prop.7: Tout sous-groupe d'un groupe monogene (resp.
cyclique) est monogene (resp. cyclique). (c)

Prop.8: Si G monogene et p est un diviseur de n=0(G),
alors G contient un et un seul sg. d'ordre p. Donc le
nombre de sg de G est égal au nombre de diviseurs de
n. (d)

Exemple 1:
Z/6Z a 4 sg distincts:

d'ordre 6 > Z/6Z

d'ordre 1 > <6>

Exemple 2: Considérons (U ,x). Si d|n, Ua < Uy, et

pour chaque diviseur d de n, 3! sg d'ordre d de Uy, c'est

g

B. Produit de deux groupes. (Gourdon p.23)

| Prop.9: Soient G; et G2 deux groupes cycliques d'ordres
| respectifs m et n. Alors G1XGz est cyclique ssi mAan=1.

C. Exercices. (Gourdon p.39)

Ex.1: Si G est un groupe fini tq.
Vd>1, x4 =e a au plus d solutions dans G
Alors G est cyclique.

Ex.2: Si K est un corps commutatif et G sg fini du groupe
multiplicatif (K*x), alors G est cyclique.

Ex.3: (Gourdon ANALYSE p.199) Sous-groupes additifs
de (R, +) . Soit A<(R,+), A#{0}. Alors:

ou bien Im>0 tq. A=mZ

ou bien A est dense dans R.

lll. Notes.

(1)Groupe ou sg fini:
d'éléments.
(2)Commutatif=Abélien, il n'y a aucune différence.
(a)Reversat p.20 ou Gourdon p.19.

(b)Debiasi p.80

comportant un nbre fini
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(c)Reversat p.20
(d)Lanzmann



